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ВЕРТИКАЛЬНЫЙ ДИПОЛЬ НАД ПОЛУПРОСТРАНСТВОМ ИЗ МЕТАМАТЕРИАЛА: 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ И ВЕКТОРА ПОЙНТИНГА 
 
Задача обобщения классических результатов об излучении электрического диполя над поверхностью Земли на случай 
полупространства из левостороннего метаматериала с одновременно отрицательными диэлектрической и магнитной проницаемос-
тями важна для многих практических приложений, связанных с фокусировкой волновых полей. При этом желательно обойтись без 
излишних упрощений: приближения геометрической оптики, пренебрежения потерями, ограничений на волновой пакет, связанных 
с введением групповой скорости, неучета типа (только монополь) источника излучения. В работе строго решена модельная задача 
об излучении элементарного электрического диполя, расположенного нормально к плоской границе раздела диссипативных обыч-
ной и левосторонней сред. Численное моделирование выявило ожидаемую лепестковую структуру отраженного поля в первой 
среде и сложную (в среднем конусообразную) интерференционную структуру поля с выраженной областью максимума в полупро-
странстве из левостороннего метаматериала. Исследовано пространственное распределение электромагнитного поля в обоих сре-
дах в зависимости от положения диполя и от величины потерь в левостороннем метаматериале. Анализ поведения вектора Пойн-
тинга подтвердил гипотезу, что изменение знака его тангенциальной компоненты при переходе границы раздела, характерное для 
электромагнитных поверхностных волн, является причиной фокусирующей способности именно границы раздела обычной и лево-
сторонней сред, а не каждой из них по отдельности. Ил. 5. Библиогр.: 20 назв. 
Ключевые слова: электрический диполь, электромагнитное поле, вектор Пойнтинга, левосторонний метаматериал, гра-
ница раздела. 
 
Излучение вертикального электрического 
диполя над полуплоскостью впервые рассмотрено 
А. Зоммерфельдом применительно к проблеме 
распространения радиоволн над поверхностью 
Земли [1, 2]. Результаты многочисленных даль-
нейших работ суммированы в монографиях [3–5] 
с последующими уточнениями в обзорах [6–9]. 
Теоретическое предсказание [10] и по-
следующая экспериментальная реализация лево-
сторонних метаматериалов с одновременно отри-
цательными в некотором частотном диапазоне 
диэлектрической ( )ε ω  и магнитной ( )µ ω  прони-
цаемостями открыли новые возможности для раз-
личных приложений [11] и обусловили необходи-
мость обобщения и коррекции полученных ранее 
результатов на случай левостронних сред [12, 13]. 
Авторы принципиально отказались от ши-
роко используемого геометрооптического при-
ближения и сделали упор на модельные точно 
решаемые задачи. Такой подход позволяет, с од-
ной стороны, количественно оценить: 1) эффекты 
диссипации в левых средах (которая, как следует 
из принципа причинности, не может быть умень-
шена ниже определенного предела [14]); 2) влия-
ние геометрии задачи; 3) пространственное рас-
пределение электромагнитного поля для конкрет-
ных типов источников (электрический или маг-
нитный диполь, квадруполь и т. д.) и их различ-
ной ориентации. 
С другой стороны, полученные аналити-
ческие выражения позволяют, по мнению авто-
ров, дать более глубокую физическую трактовку 
явления фокусировки электромагнитного поля 
границей раздела обычной и левосторонней сред, 
связывая ее с эффективным возбуждением попе-
речно-магнитных (TM) и поперечно-электричес-
ких (TE) поверхностных волн [13]. Особая роль 
при этом отводится анализу поведения вектора 
Пойнтинга на границе раздела и внутри левосто-
ронней среды, в отличие от традиционно исполь-
зуемых лучевых представлений, уместных только 
в геометрической оптике. 
В работе [13] рассмотрено поле горизон-
тального электрического диполя над левосторон-
ним полупространством. Решение аналогичной 
задачи для вертикального диполя позволило бы, в 
силу линейности задачи, по принципу суперпози-
ции получить решение задачи о распределении 
электромагнитного поля точечного электрическо-
го диполя, произвольно ориентированного отно-
сительно поверхности раздела. 
Такое решение послужит основой для 
рассмотрения более интересной в практическом 
плане задачи о фокусировке поля диполя плоским 
слоем (плоской линзой) из левостороннего мета-
материала. Плоская линза проще в изготовлении, 
а спектр ее приложений простирается от концен-
трации электромагнитной энергии для интенсив-
ного воздействия на ту или иную среду до полу-
чения изображений объектов в задачах локации, 
диагностики и дефектоскопии. 
Целью настоящей работы является теоре-
тический расчет и численное моделирование 
электромагнитного поля элементарного электри-
ческого диполя, расположенного нормально к 
плоскости раздела обычной среды и левосторон-
него метаматериала. 
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1. Постановка задачи. Направим ось z 
декартовой системы координат перпендикулярно 
к плоскости раздела 0z =  двух сред с комп-
лексными диэлектрическими ( )aε ω  и магнит-
ными ( )aµ ω  проницаемостями (рис. 1). 
 
 
 
Рис. 1. Геометрия задачи 
 
Индекс 1, 2a =  указывает на верхнее и 
нижнее полупространства: обычную среду с 
0)(Re,0)(Re 11 >> ωµωε  и левосторонний мета-
материал с .0)(Re,0)(Re 22 >> ωµωε  Обе среды 
предполагаются пассивными, так что  
Im ( ) 0, Im ( ) 0a aε ω µ ω> > .                                    (1) 
Электромагнитное поле, создаваемое  
монохроматическим (временная зависимость  
вида tie ω−  в дальнейшем подразумевается) источ-
ником с плотностью тока )(rj 

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с граничными условиями для тангенциальных 
компонент электрического и магнитного полей 
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Для упрощения записи в дальнейшем ин-
декс ω  у комплексных амплитуд опускаем.  
Для вертикального (0,0, )zj j=

 аксиально-
симметричного тока естественно перейти к ци-
линдрическим координатам ),,( zϕρ , в которых 
( , )z zj j zρ= , а система уравнений (2) расщепля-
ется на две независимых подсистемы.  
Первая из них описывает возбуждение 
поперечно-магнитных TM-волн током ( , )zj zρ : 
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вторая – соответствует задаче о собственных ко-
лебаниях поперечно-электрических TE-волн в 
рассматриваемой системе: 
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Интересующая нас первая задача (3) сводится к 
решению волнового уравнения для ( )zHa ,ρϕ  
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с граничными условиями при 0z =  
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а остальные компоненты находятся из соотноше-
ний 
,1
z
H
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a
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В уравнении (4) комплексное волновое 
число a a ak ω ε µ= , где квадратные корни рас-
сматриваются в смысле главного значения при 
разрезе вдоль положительной полуоси в ком-
плексной плоскости. Таким образом, если 
argi ww w e= , где аргумент 0 arg 2w π≤ < , то 
arg
2
i w
w w e= . 
Отметим, что если w  не является чисто 
вещественным Im 0w ≠ , то всегда Im 0w > , и 
при таком выборе в силу (1) для любых ком-
плексных aε  и aµ  имеем Im 0ak > . Во избежа-
ние возможной путаницы отметим также, что при 
таком выборе в общем случае 1 2 1 2w w w w≠ . 
Для точечного вертикального электриче-
ского диполя с токовым моментом zp  в декарто-
вых координатах ( ) ( ) ( ) ( )z zj r x y z d pδ δ δ= −

. Со-
ответственно, в уравнении (4) имеем 
( ) 0
0
( )
, ( )
2
z
z
p z dj z dqqJ qδρ ρ
π
∞−
= ∫ .                        (8) 
Для записи (8) использовано выражение 
для двумерной дельта-функции ( ) ( )x yδ δ  в ци-
линдрических координатах [15]: 
0
0
1 1( ) ( ) ( ) ( )
2
x y dqqJ qδ δ δ ρ ρ
πρ π
∞
= = ∫ . 
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Уравнение (4) с граничными условиями (5) 
и соотношениями (6)–(8) представляет собой ис-
комую постановку задачи. 
2. Метод решения. Используя преобразо-
вание Ханкеля (Фурье–Бесселя) [15, 16] для маг-
нитной и электрической компонент 
( ) ( )
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преобразуем уравнение (4) и граничные условия (5) 
к виду 
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2
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где 2 2( )a a aq k qγ γ= = − . 
Отметим, что в силу сделанных выше за-
мечаний о квадратных корнях Im 0ak > , а значит, 
для любых значений 0 q≤ < ∞  всегда справедливо 
( )Im 0a qγ > .                                                         (12) 
В соответствии с соотношениями (6) и (9) 
имеем 
( , )1( , ) aa
a
H q z
E q z
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и второе из граничных условий (11) эквивалентно 
следующему: 
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Кроме того, требование сходимости ин-
тегралов (9) приводит к еще одним граничным 
условиям для ( )zqHa ,ϕ , но уже при q → +∞: 
( ) 0,
+∞→
→
qa
zqH ϕ .                                                   (14) 
 
Общее решение системы уравнений (10) 
для ( )zqH ,1ϕ  в верхнем ( 0z > ) и для ( )zqH ,2ϕ  в 
нижнем ( 0z ≤ ) полупространствах 
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запишем в виде суммы общего решения однород-
ного уравнения и частного решения неоднород-
ного: 
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Граничные условия (14) с учетом асим-
птотического поведения  
 
( )a q
q iqγ
→+∞
→                                                          (16) 
дают значения для неизвестных констант 
1 2 0B A= = , что позволяет переписать (15) как 
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Первое из граничных условий (11) дает 
1
1 2
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− =  и следующие выражения для 
поля ( )zqHa ,ϕ : 
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где вспомогательная функция 
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Второе из условий (11) или эквивалент-
ное ему (13) после применения к системе уравне-
ний (17) позволяет найти последнюю константу 
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Подставляя (18) в (17), получим 
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3. Представление в терминах теории 
длинных линий. Смысл такой трактовки прояв-
ляется из аналогичной записи для поперечной 
электрической компоненты ( ),aE zρ ρ : 
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Компонента поля ( ),aE zρ ρ  в среде a  
после разложения (9) представляет собой супер-
позицию ханкель-гармоник ( ),aE q zρ , удовлетво-
ряющих уравнению длинных линий [3]: 
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Поле в первой среде есть сумма падаю-
щей ( ),iE q zρ  и отраженной ( ),rE q zρ  компонент:  
( ) ( ) ( )1 , , , .i rE q z E q z E q zρ ρ ρ= +  
 
Парциальный (относящийся к ханкель-
гармонике с заданным волновым числом q) коэф-
фициент отражения определяется как 
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Соответственно, поле во второй среде 
выражается через парциальный коэффициент 
прохождения, определяемый как 
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Как видно из (21), оба коэффициента 
1,2 ( )R q
ε  и 1,2 ( )T q
ε  имеют характерную структуру 
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удовлетворяют известному тождеству [3, 4]: 
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4. Расчетные соотношения. Обращая 
преобразования (9), получим для магнитного поля: 
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Компоненты полного электрического поля 
( , )aE zρ ρ  и ),( zEaz ρ  можно получить либо под-
ставляя в (9) выражения (22) и аналогичные для 
( , )azE q z , либо дифференцируя согласно (6), (7) 
приведенные выше формулы (23) для ( )zH a ,ρϕ . 
Оба способа дают одинаковый результат: 
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где значение ханкель-гармоники радиальной 
компоненты падающего электрического поля на 
поверхности раздела ( ), 0iE q zρ =  задано выра-
жением ( ) 1
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Выражения для падающих электрическо-
го и магнитного полей можно упростить восполь-
зовавшись тождеством Вейля–Зоммерфельда: 
2 22 2
02 2 2 2
0
( )
i k q zik ze ei dqq J q
z k q
ρ
ρ
ρ
∞ −+
=
+ −
∫ . 
Таким способом можно, например, полу-
чить выражение для магнитного поля 
( ) ikrzi e
ikrr
k
i
pzH 




 −=
11
4
, 2
ρ
π
ρϕ , 
где ( )22r z dρ= + − , учтено известное соотно-
шение 1 0
1( ) ( )J q J q
q
ρ ρ
ρ
∂
= −
∂
 между функциями 
Бесселя первого и нулевого порядков и явно вы-
полнено необходимое дифференцирование. 
5. Численное моделирование. На рис. 2–4 
представлены результаты проведенных по форму-
лам (23)–(25) численных расчетов пространствен-
ного распределения амплитуды электрического и 
магнитного полей (в децибелах относительно ве-
личин 1 В/м и 1 А/м, соответственно) электриче-
ского диполя с единичным токовым моментом, 
расположенного на высоте d  над плоскостью раз-
дела двух сред нормально к ней. 
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а) 
 
 
 
б) 
 
 
 
в) 
 
Рис. 2. Пространственное распределение амплитуды магнитного поля для различных высот d диполя: а) 2 см; б) 10 см; в) 50 см 
___________________________________________ 
Для удобства сравнения с результатами 
предыдущих работ [12, 13] использовались значе-
ния рабочей частоты / 2 10f ω π= = ГГц. Пара-
метры первой среды (вакуума): 1 1 1ε µ′ ′= = , 
1 1 0ε µ′′ ′′= = ; параметры второй среды: 2 3ε ′ = −  и 
5,02 −=′µ . На всех рисунках ось Oz  направлена 
слева направо, 0z =  соответствует границе раз-
дела, z d=  – высоте диполя. Везде, кроме рис. 4, 
использованы значения 001,022 =′′=′′ µε . 
На рис. 2 представлена амплитуда маг-
нитного поля при различных d. Отчетливо видна 
фокальная область с максимумом около вершины  
«конуса» (пространственная картина получается 
вращением вокруг оси Oz), имеющей сложную 
интерференционную структуру. При удалении 
диполя от поверхности раздела характерные осо-
бенности во второй среде сохраняются, в то вре-
мя как в первой влияние границы ослабевает и 
распределение приближается к характерному для 
однородной среды. 
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Рис. 3. Пространственное распределение амплитуды электрического поля для различных высот d диполя в слабо поглощающей 
( 2 0,001ε ′′ =  и 2 0,001µ′′ = ) левосторонней среде: а) 2 см; б) 10 см; в) 50 см  
___________________________________________ 
На рис. 3, 4 представлены результаты 
аналогичных расчетов для амплитуды электриче-
ского поля 22 ϕρ EEE += . Видно, что изложен-
ные выше особенности пространственного рас-
пределения характерны не только для магнитно-
го, но и для электрического поля. 
Сравнение рис. 3 и 4 позволяет количест-
венно оценить эффект поглощения во второй сре-
де. Диссипативные процессы уменьшают в целом 
амплитуду фокального пятна и «сглаживают» 
характерную для сред со слабым поглощением 
тонкую интерференционную структуру. 
На рис. 5 представлено поле направлений 
вектора Пойнтинга, соответствующее распреде-
лению электрического поля на рис. 3, б. В правой 
(обычной) среде вектор Пойнтинга направлен от 
точечного источника. Изменение знака и величи-
ны тангенциальной компоненты вектора Пойн-
тинга при сохранении его нормальной компонен-
ты на границе раздела приводит к формированию 
области максимума внутри левосторонней среды. 
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б) 
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Рис. 4. Пространственное распределение амплитуды электрического поля для различных высот d диполя в левосторонней среде  
с параметрами 2 0,01ε ′′ =  и 2 0,01µ′′ = : а) 2 см; б) 10 см; в) 50 см 
___________________________________________ 
Как указывалось в работе [13], объясне-
ние фокусировки на границе раздела обычной и 
левосторонней сред с использованием граничных 
условий для вектора Пойнтинга обладает опреде-
ленными достоинствами, основанными на уни-
версальном характере и ясном физическом смыс-
ле вектора плотности потока энергии. 
6. Обсуждение результатов. Численные 
расчеты выявили важную для приложений особен-
ность электрического поля в левосторонней среде: 
более узкую в радиальном направлении и более 
вытянутую вдоль оси z  область максимума (иной 
характер фокусировки) для вертикального диполя, 
чем для горизонтального [13] при прочих одинако-
вых параметрах задачи. 
Отметим, что полученное решение явля-
ется точным, так как при его выводе не делалось 
никаких приближений. Учет потерь (комплекс-
ные значения ( )aε ω  и ( )aµ ω ), с одной стороны, 
делает более общей постановку задачи, с другой – 
в силу дисперсионных соотношений является фи-
зически единственно обоснованным [14]. 
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Рис. 5. Пространственная ориентация вектора Пойнтинга в окрестности границы раздела для случая 10d = см 
___________________________________________ 
Не использовались понятия групповой 
скорости и ее антипараллельности с фазовой ско-
ростью как основная характеристика явления фо-
кусировки или «отрицательной рефракции» [17]. 
Можно обойтись без лучевых представлений гео-
метрооптического приближения и введения но-
вых концепций [18, 19]. 
Физическое обоснование необходимости 
учета диссипативных свойств левосторонней сре-
ды заключается в следующем. Из дисперсионных 
соотношений следует, что если для обычных сред 
поглощение может быть сколь угодно малым      
(в предельном случае нулевым для вакуума), то 
для левосторонней среды оно принципиально не 
может быть меньше некоторого предела [14]. Это 
показывает невозможность практической реали-
зации так называемой суперлинзы [20], не отри-
цая самого эффекта фокусировки. 
Полюса для парциальных коэффициентов 
отражения (21) соответствуют дисперсионному 
уравнению для поперечно-магнитных поверх-
ностных электромагнитных волн, возбуждение 
которых является физическим механизмом фоку-
сировки границей раздела. 
Выводы. Точное решение модельной за-
дачи об излучении вертикального электрического 
диполя, расположенного над плоской границей 
раздела левосторонней и обычной сред, подтверж-
дает общий характер эффекта фокусировки электро-
магнитного поля границей раздела такой пары 
сред. 
Численные расчеты пространственного 
распределения электромагнитного поля в лево-
сторонней среде показывают выраженный конусо-
образный максимум со сложной интерференцион-
ной структурой, область максимума которой в це-
лом уже, чем для случая горизонтального диполя. 
Качественно такая структура объясняется 
изменением знака тангенциальной компоненты 
вектора Пойнтинга при переходе через границу 
раздела и сохраняется при любых значениях вы-
соты диполя, величины поглощения в обеих сре-
дах и других параметров задачи. 
Авторы выражают глубокую благодар-
ность В. К. Иванову за постоянный интерес и 
стимулирующие дискуссии. 
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O. M. Stadnyk, O. O. Silin 
 
A VERTICAL DIPOLE  
OVER METAMATERIAL HALF-SPACE: 
DISTRIBUTION OF THE ELECTROMAGNETIC 
FIELD AND THE POYNTING VECTOR 
 
The problem of generalization of the classical results on 
the electric dipole radiation over the Earth's surface in the case of 
the left-handed metamaterial half-space is important for many 
practical applications related to the focusing of wave fields. It is 
desirable to do without undue simplifications: geometrical optics 
approximation, neglecting losses, restrictions on the wave packet 
associated with the introduction of the group velocity, neglecting 
the type (only monopole) of source. In the paper, the model prob-
lem of radiation of elementary electric dipole situated normally to 
the plane boundary between dissipative left-handed and ordinary 
media has been rigorously solved. The numerical simulation re-
vealed the expected radar pattern-like structure of the reflected 
field in the first medium and complex (on average tapered) interfe-
rence field structure with a pronounced maximum in the region of 
the left-handed metamaterial half-space. The spatial distribution of 
the electromagnetic field in two media, depending on the height of 
the dipole and the magnitude of losses in the left-handed metama-
terial is presented. The analysis of the Poynting vector streamlines 
confirmed the hypothesis, previously put forward by the authors, 
that the change in sign of the tangential component at the interface, 
that is common for electromagnetic surface waves, is the cause of 
the focusing ability of the boundary between the normal and the 
left-handed media, rather than each of them individually. 
Key words: electric dipole, electromagnetic field, 
Poynting vector, left-handed metamaterial, boundary. 
 
О. М. Стадник, О. О. Сілін 
 
ВЕРТИКАЛЬНИЙ ДИПОЛЬ НАД 
НАПІВПРОСТОРОМ З МЕТАМАТЕРІАЛУ: 
РОЗПОДІЛ ЕЛЕКТРОМАГНІТНОГО ПОЛЯ І 
ВЕКТОР ПОЙНТІНГА 
 
Задача узагальнення класичних результатів про ви-
промінювання електричного диполя над поверхнею Землі на 
випадок напівпростору з метаматеріалу (лівостороннього сере-
довища) з негативними діелектричною і магнітною проникнос-
тями важлива для практичних застосувань фокусування хвильо-
вих полів. При цьому бажано обійтися без зайвих спрощень: 
наближення геометричної оптики, зневаги втратами, обмежень 
на хвильовий пакет, пов’язаних з уведенням групової швидкос-
ті, неврахування типу джерела випромінювання. У роботі стро-
го розв’язано модельну задачу про випромінювання електрич-
ного диполя, розташованого нормально до площі розділу диси-
пативних звичайного і лівостороннього середовищ. Числове 
моделювання виявило очікувану пелюсткову структуру відби-
того поля і складну (в середньому конусоподібну) інтерферен-
ційну структуру поля з вираженою областю максимуму в напів-
просторі з метаматеріалу. Досліджено просторовий розподіл 
електромагнітного поля в обох середовищах залежно від поло-
ження диполя і величини втрат у метаматеріалі. Аналіз поведін-
ки вектора Пойнтінга підтвердив гіпотезу, що зміна знака його 
тангенціальної компоненти на площині розділу, яка характерна 
для електромагнітних поверхневих хвиль, є причиною фокусу-
ючої здатності межі розділу звичайного і лівостороннього сере-
довищ. 
Ключові слова: електричний диполь; електромагніт-
не поле; вектор Пойнтінга; лівосторонній метаматеріал; межа 
розділу. 
 
